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Abstract

GearsAgdaではHoare LogicをAgda上に実装するこ
とよにより BinaryTreenの検証を可能のした。これを
RedBlack Treeさらに、その木に対する並行実行の検証
に拡張したい。invariantを拡張することにより、Red
Black Treeの検証を行う。並行実行は、Model検査を
Geas Agda上で形式化することにより実現する。これ
について考察を行う。

In GearsAgda, verification of Binary Trees was made
possible by implementing Hoare Logic on Agda. We want
to extend this to the verification of RedBlack Trees and
concurrent execution on these trees. By expanding the in-
variant, we can verify RedBlack Trees. Concurrent ex-
ecution can be achieved by formalizing Model Checking
on GearsAgda. Considerations need to be made for this.

1 検証された Red Black Treeの重要
性

OSを含むアプリケーションの信頼性は、当然、OSの
アプリケーションの両方の信頼性を上げる必要がある。
信頼性を上げる手法には、テストやモデル検査などが
あるが、数学的な証明を行うことが基本である。
最近では、定理証明を高階直観論理あるいは高階関

数型言語で行うことができる。これは、Curry Howard
対応 [5]と呼ばれる命題と型の対応、そして、推論と関
数の対応があるためである。実際には、Curry Howard
対応が、高階直観論理の意味を決めるのを主導してい
くことになる。例えば Coq [2] や Isabel HOL[7] そし
て、本論文で使用する Agda [6]が知られている。

一般的なプログラムにはループや再帰呼び出しがあ
り、メモリや並行実行などと関連している。メモリや
並行実行あるいは I/Oは、プログラムの関数としての
性質とは直接は関係しないので、副作用と呼ばれるこ
ともある。これらを理論的に扱う手法としてMonadが
ある。Monad [3, 9]は通常の関数にメタ情報を扱う構
造を付加する方法になる。

OSを含むアプリケーションは、証明を意識した手
法でプログラミングされるべきであり、一つの方法は、
すべてをリストのような特定の型変数を含むデータ構
造 (関手)として定義して、そのmapとしてプログラム
を記述することである。これにより圏論的な証明手法
(交換図)が使えるようになる。この方法は有効だが一
般的とは言えない。例えば、バランス木の一種である
Red Black Treeの insert操作は mapではなくて、構造
変化させる操作なので、その操作の正しさは関手によ
る方法で書くことは自明にはならない。
このような場合に有効なのは invariant (ループや再

帰で不変な条件/命題)を見つけることであり、古典的
には Hoare Logicとして知られている。この論文では、
実際に、簡単な while programの証明と、二分木、そ
して Red Black Treeの invariantについて考察する。

GearsAgda [12]は、Gears OS[11]に採用されている
CbC (Continuation based C)[10]を Agdaで記述する方
法である。これを用いることにより、CbCに直接対応
した Hoare Logicよりも柔軟な証明法を使うことがで
きる。例えば、プログラムの停止性は、CbCの実行単
位である Code Gearに対して、ループで減少する自然
数を対応させることで容易に示すことができる。これ
は、Code Gearの接続子 (loop connector)のようなもの
になる。
また、並列実行も Code Gear単位のシャッフルと考

えることにより、モデル検査的な証明が可能になる。
この方についても考察する。



2 CbC に 証 明 を 付 け 加 え た
GearsAgda

CbCは goto文中心に記述する言語で、__codeという
単位で実行される。この実行単位は有限な時間 (OSの
tickなど)で実行することが想定されている。つまり、
不定な loopは goto文の外で組み合わされる。

CbC は LLVM[8]/GCC[4] で実装されている。コン
パイラの Basic block に相当すると考えてもよい。C
formでは例えば以下のように記述する。ここでは変数
は record Envに格納されている。
__code whileLoop(Env *en, __code next(Env *en)) {

if ( 0 >= en->varn ) goto next(en);
else {
en->varn = en->varn - 1;
en->vari = en->vari + 1;
goto whileLoop(en, next);

}
}

Agdaは pure fuctionalな depedent type languageで証明
を記述できる。CbCの実行単位 codeGearは以下の形
式 Agda formで記述する。常に不定の型 tを返すのが
特徴になっている。

Agdaでは Cの構造体に対応するのは recordで、以
下のように定義する。
record Env ( c : ℕ ) : Set where
field
varn : ℕ
vari : ℕ

これにより、codeGearからは指定された継続 (contin-
uation)を呼ぶしか型的に緩されない。これが、CbCの
goto文に相当する。変数の初期化を行う codeGearは
以下のようになる。record {}が recordの初期化になっ
ている。
whileTest : {l : Level} {t : Set l} → (c10 : ℕ) → (Code : Env → t) → t
whileTest c10 next = next (record {varn = c10 ; vari = 0} )

ここで、a → b → c は、( a → b ) → c であり、Curry化
に対応している。例えば、仕様は
whileTestSpec1 : (c10 : ℕ) → (e1 : Env c10 ) → vari e1 ≡ c10 → ⊤
whileTestSpec1 _ _ x = tt

という形に書ける。ここで、⊤は、ttというただひと
つの値を持つ型

data ⊤ : Set where
tt : ⊤

である。これにより、

initTest : {l : Level} {t : Set l} → (c10 : ℕ)
→ (Code : (en : Env c10 ) → vari en ≡ c10 → t) → t

initTest c10 next = next (record {vari = c10 ; varn = 0 }) refl

という風に初期化が正しく値を設定していることを証
明付きで書ける。ここで

data _≡_ {A : Set } (x y : A) : Set where
refl {x : A} → x ≡ x

で、x = xつまり、自分自身は等しいという自然演繹の
等式の推論になっている。この等しさは、λ項の既約
項同士の単一化なので、かなり複雑な操作になる。なの
で、一般的には等式の証明は自明にはならない。Agda
では式変形をサポートしているので、少し見やすくす
ることが可能になってる。
実際に whilteTestSpec1を検証するには

test0 : {l : Level} {t : Set l} → (c10 : ℕ) → ⊤
test0 c10 = initTest c10 (λ en eq → whileTestSpec1 c10 en eq )

とする。initTestは値を提供している。Agdaでは証明
は証明操作を表すλ項なので値になっている。
仕様は複雑なプログラムの動作の結果として満たさ

れるものなので、プログラムの内部に記述する必要が
ある。

initTestの vari en ≡ c10の証明は、その場で reflで行
われている。whilteTestSpec1はそれを受け取っている
だけになっている。test1での enは「任意の Env record」
なので、vari en ≡ c10の証明は持っていない。

3 古典的な手法
プログラムを検証する方法としては、Hoare Logic [5, 1]
が知られている。これは、プログラムを commandで
記述し、前提に成立する条件 Preと実行後に成立する
条件 Postとの

{Pre} command {Post}



の三つ組で条件を command毎に記述していく方法で
ある。commandを例えばアセンブラ的な命令にすれば、
プログラムの正しさを証明できる。loopの停止性の証
明は、command対してそれぞれ別に行う必要がある。
この方法では command 毎に Hoare logic の Sound-

nessを定義する必要がある。実際にHoare logicをAgda
で実装した例がある [1]。

4 GearsAgdaでのプログラム検証手
法

プログラムの仕様はそのまま Agdaの変数として持ち
歩いているが、loopに関する証明を行うにはいくつか
問題がある。
普通に while文を書くと、Agdaが警告を出す。
{-# TERMINATING #-}
whileLoop : {l : Level} {t : Set l} → Env → (Code : Env → t) → t
whileLoop env next with lt 0 (varn env)
whileLoop env next | false = next env
whileLoop env next | true =

whileLoop (record {varn = (varn env) - 1 ; vari = (vari env) + 1}) next

test1 : Env
test1 = whileTest 10 (λ env → whileLoop env (λ env1 → env1 ))

{-# TERMINATING #-}は Agdaが停止性が確認でき
ないことを示している。

5 simple while loop と証明付きデー
タ構造

loopの証明には、性質が保存する invariant (不変条件)
と、停止性を示す reduction parameter (loopのたびに減
少する自然数) の二つを使う。この時に、invariant を
別な条件として使うと、プログラム全体が複雑になる。
そこで、データ構造そのものに invariantを付加すると
よい。上の例題では、
record Env ( c : ℕ ) : Set where
field
varn : ℕ
vari : ℕ
n+i=c : varn + vari ≡ c

とすると良い。この invariantを発見するのは一般的に
は難しいが、loopの構造とデータ構造、つまり、アル
ゴリズムとデータ構造から決まる。

whileLoopに invariantの証明を足し、軽量継続で loop
を分割すると、停止性を codeGearの段階で Agdaが判
断する必要がなくなる。

whileLoopSeg : {l : Level} {t : Set l} → (c10 : ℕ ) → (env : Env c10 )
→ (next : (e1 : Env c10 ) → varn e1 < varn env → t)
→ (exit : (e1 : Env c10 ) → vari e1 ≡ c10 → t) → t

whileLoopSeg c10 env next exit with ( suc zero ≤? (varn env) )
whileLoopSeg c10 env next exit | no p = exit env ?
whileLoopSeg c10 env next exit | yes p = next env1 ? where

ここでは肝心の証明は ?で省略している。Agdaは、こ
の様に証明を延期することができる。実際のコードで
は証明が提供されている。
停止性を示す reducdeと、loop中に invariantが保存

することから、loopを Agdaで直接に証明することが
できる。

TerminatingLoopS : {l : Level} {t : Set l} (Index : Set ) → ( reduce : Index → ℕ)
→ (loop : (r : Index) → (next : (r1 : Index) → reduce r1 < reduce r → t ) → t)
→ (r : Index) → t

TerminatingLoopS {_} {t} Index reduce loop r with <-cmp 0 (reduce r)
... | tri≈ ¬a b ¬c = loop r (λ r1 lt → ⊥-elim (lemma3 b lt) )
... | tri< a ¬b ¬c = loop r (λ r1 lt1

→ TerminatingLoop1 (reduce r) r r1 (≤-step lt1) lt1 ) where
TerminatingLoop1 : (j : ℕ) → (r r1 : Index) → reduce r1 < suc j → reduce r1 < reduce r → t
TerminatingLoop1 zero r r1 n≤j lt = loop r1 (λ r2 lt1 → ⊥-

elim (lemma5 n≤j lt1))
TerminatingLoop1 (suc j) r r1 n≤j lt with <-cmp (reduce r1) (suc j)
... | tri< a ¬b ¬c = TerminatingLoop1 j r r1 a lt
... | tri≈ ¬a b ¬c = loop r1 (λ r2 lt1 → TerminatingLoop1 j r1 r2

(subst (λ k → reduce r2 < k ) b lt1 ) lt1 )
... | tri> ¬a ¬b c = ⊥-elim ( nat-≤> c n≤j )

ここで、tri≈などは、二つの自然数を比較した <,=,>
の三つの場合を表す dataである。
<-cmp 0 (reduce r)

で、その三つの場合を作っている。そして、
... | tri> ¬a ¬b c =

という形で受ける。
⊥-elim ( nat-≤> c n≤j )

は、矛盾の削除則である。
TerminatingLoopSでは、loopからの脱出は記述され

ていない。indexが 0以下になることはありえないの
で、loopはその前に終了しているはずである。それは、
whileLoopSegでの reduceの証明がそれを保証してい
る。つまり脱出条件は、TerminatingLoopS ではなく、
whileLoopSegで記述されている。
つまり、TerminatingLoopSは loopの接続を表す con-

nectorと考えることができる。
実際の証明は



proofGearsTermS : (c10 : ℕ ) → ⊤
proofGearsTermS c10 =

TerminatingLoopS (Env c10) (λ env → varn env) (λ n2 loop
→ whileLoopSeg c10 n2 loop (λ ne pe → whileTestSpec1 c10 ne pe ) )
record { varn = 0 ; vari = c10 ; n+i=c = refl }

というようになる。最初の初期化の証明と同じように、プ
ログラムは値の部分にあり実際に実行されていて、それ
が仕様を満たしている証明をwhileTestSpec1 c10 ne pe
が受け取っている。loop変数が whileLoopSegの軽量
継続を停止性込みで接続している。

6 Hoare Logicとの比較
Hoare Logicでは、commandと条件の書き方を規定して、
その規定の中で Logicの Soundnessを示している。条
件の接続の段階で証明が必要であり、さらに Soundness
での汎用的な証明が必要になる。commandによる記述
はアセンブラ的になる。

GearsAgdaでは、commandではなく、GearAgdaの形
式を満たして入れば良い。codeGear中で dataGearの持
つ条件を証明することになる。Soundnessは connector
に閉じていて、比較的容易に証明される。さらに、? で
証明を省略してもコード自体の実行は可能である。
この二つは、基本的に平行していて、Hoare Logicを

理解していれば、GearsAgdaを理解することは問題な
い。また、Agdaを知っていれば、これが Hoare Logic
だというように説明することも可能である。
これが可能になっているのは、GearsAgdaの軽量継

続による分解であり、任意の関数呼び出しては、それ
に合わせて、TerminatingLoopSに相当するものを記述
する必要がある。
ただし、GearsAgda自体が軽量継続による制限から、

アセンブラ的 (コンパイラの基本単位)になっているの
で、一般的な人向けのプログラミング言語のような可
読性はない。

7 binary tree
二分木では、要素は自然の keyによって順序付られて
いる。普通のプログラミングでは、その順序付けは明
示されていない。GearsAgdaで、それを invariantとし
て記述することができる。

GearsAgdaは、軽量継続による制約により再帰呼び
出しはしないことになっている。これにより、CbCと

の直接の対応が可能になっている。なので、二分木へ
の挿入 insertは、

　 findによる挿入点の探索と、stack の構成
　 stack をほどきながら木を置換していく操作

の二段階の構成になる。Haskellなどでは、工夫された
高階関数が使われるので stackは明示されない。

data bt {n : Level} (A : Set n) : Set n where
leaf : bt A
node : (key : ℕ) → (value : A) →
(left : bt A ) → (right : bt A ) → bt A

data treeInvariant {n : Level} {A : Set n} : (tree : bt A) → Set n where
t-leaf : treeInvariant leaf
t-single : (key : ℕ) → (value : A) → treeInvariant (node key value leaf leaf)
t-right : {key key� : ℕ} → {value value� : A} → {t� t� : bt A} → (key < key�)
→ treeInvariant (node key� value� t� t�)
→ treeInvariant (node key value leaf (node key� value� t� t�))

t-left : {key key� : ℕ} → {value value� : A} → {t� t� : bt A} → (key < key�)
→ treeInvariant (node key value t� t�)
→ treeInvariant (node key� value� (node key value t� t�) leaf )

t-node : {key key� key� : ℕ} → {value value� value� : A} → {t� t� t� t� : bt A}
→ (key < key�) → (key� < key�)
→ treeInvariant (node key value t� t�)
→ treeInvariant (node key� value� t� t�)
→ treeInvariant (node key� value� (node key value t� t�) (node key� value� t� t�))

これが二分木のデータ構造と invariantの実装になる。
これは、invariantというよりは、順序付された二分木
の可能な値全部の集合であり、二分木の表示的意味論
そのものになっている。
ここで、(key < key�)は、Agdaの型であり、そこに

は順序を示す data構造が配る。つまり、二分木の順序
は木の構成時に証明する必要がある。
さらに、stackが木をたどった順に構成されているこ

とと、木が置き換わっていることを示す invariantが必
要である。

data stackInvariant {n : Level} {A : Set n} (key : ℕ) : (top orig : bt A)
→ (stack : List (bt A)) → Set n where

s-nil : {tree0 : bt A} → stackInvariant key tree0 tree0 (tree0 ∷ [])
s-right : {tree tree0 tree� : bt A} → {key� : ℕ } → {v1 : A } → {st : List (bt A)}

→ key� < key → stackInvariant key (node key� v1 tree� tree) tree0 st
→ stackInvariant key tree tree0 (tree ∷ st)

s-left : {tree� tree0 tree : bt A} → {key� : ℕ } → {v1 : A } → {st : List (bt A)}
→ key < key� → stackInvariant key (node key� v1 tree� tree) tree0 st
→ stackInvariant key tree� tree0 (tree� ∷ st)

data replacedTree {n : Level} {A : Set n} (key : ℕ) (value : A)
: (before after : bt A ) → Set n where

r-leaf : replacedTree key value leaf (node key value leaf leaf)
r-node : {value� : A} → {t t� : bt A}
→ replacedTree key value (node key value� t t�) (node key value t t�)

r-right : {k : ℕ } {v1 : A} → {t t1 t2 : bt A}
→ k < key → replacedTree key value t2 t
→ replacedTree key value (node k v1 t1 t2) (node k v1 t1 t)

r-left : {k : ℕ } {v1 : A} → {t t1 t2 : bt A}



→ key < k → replacedTree key value t1 t
→ replacedTree key value (node k v1 t1 t2) (node k v1 t t2)

木の構造は同じ順序を持っていても、同じ形にはなら
ない。この replacedTreeは、そういう場合が考慮され
ていない。
findP : {n m : Level} {A : Set n} {t : Set m} → (key : ℕ) → (tree tree0 : bt A )

→ (stack : List (bt A))
→ treeInvariant tree ∧ stackInvariant key tree tree0 stack
→ (next : (tree1 : bt A) → (stack : List (bt A))
→ treeInvariant tree1 ∧ stackInvariant key tree1 tree0 stack
→ bt-depth tree1 < bt-depth tree → t )

→ (exit : (tree1 : bt A) → (stack : List (bt A))
→ treeInvariant tree1 ∧ stackInvariant key tree1 tree0 stack
→ (tree1 ≡ leaf ) ∨ ( node-key tree1 ≡ just key ) → t ) → t

findP key leaf tree0 st Pre _ exit = exit leaf st Pre (case1 refl)
findP key (node key� v1 tree tree�) tree0 st Pre next exit with <-cmp key key�
findP key n tree0 st Pre _ exit | tri≈ ¬a refl ¬c = exit n st Pre (case2 refl)
... | tri< a ¬b ¬c = next tree (tree ∷ st)

� ? , ? � ?
... | tri> ¬a ¬b c = next tree� (tree� ∷ st)

� ? , ? � ?

ここでも、実際の証明は? と省略している。ここで、木
の深さを loopの停止条件として使っている。
replaceNodeP : {n m : Level} {A : Set n} {t : Set m} → (key : ℕ)

→ (value : A) → (tree : bt A)
→ (tree ≡ leaf ) ∨ ( node-key tree ≡ just key )
→ (treeInvariant tree ) → ((tree1 : bt A) → treeInvariant tree1
→ replacedTree key value (child-replaced key tree) tree1 → t) → t

repaceのプログラムはさらに煩雑なので型だけを示す。
最終的に、これらを loop connectorで接続して証明

付きのプログラムが完成する。
insertTreeP : {n m : Level} {A : Set n} {t : Set m} → (tree : bt A)

→ (key : ℕ) → (value : A) → treeInvariant tree
→ (exit : (tree repl : bt A)
→ treeInvariant repl ∧ replacedTree key value tree repl → t ) → t

insertTreeP {n} {m} {A} {t} tree key value P0 exit =
TerminatingLoopS (bt A ∧ List (bt A) )
{λ p → treeInvariant (proj1 p)
∧ stackInvariant key (proj1 p) tree (proj2 p) }

(λ p → bt-depth (proj1 p)) � tree , tree ∷ [] � � P0 , s-nil �
$λ p P loop → findP key (proj1 p) tree (proj2 p) P
(λ t s P1 lt → loop � t , s � P1 lt )

$λ t s P C → replaceNodeP key value t C (proj1 P)
$λ t1 P1 R → TerminatingLoopS (List (bt A) ∧ bt A ∧ bt A )

{λ p → replacePR key value (proj1 (proj2 p))
(proj2 (proj2 p)) (proj1 p) (λ _ _ _ → Lift n ⊤ ) }
(λ p → length (proj1 p)) � s , � t , t1 � �
record { tree0 = tree ; ti = P0
; si = proj2 P ; ri = R ; ci = lift tt }

$ λ p P1 loop → replaceP key value (proj2 (proj2 p)) (proj1 p) P1
(λ key value {tree1} repl1 stack P2 lt
→ loop � stack , � tree1 , repl1 � � P2 lt )

$λ tree repl P → exit tree repl
� RTtoTI0 _ _ _ _ (proj1 P) (proj2 P) , proj2 P �

このプログラムは順序付きの二分木の invariantと、そ
れが置換されている invariantを返すので、そこから、
必要な仕様をすべて導出することができる。例えば、
木がソートされていること、置換したもの以外は保存
されていることなどである。

8 red black tree
赤黒木は、バランスした二分木の実装の一つである。
木のノードに赤と黒の状態を持たせ、黒のノードの個
数を左右でバランスさせる。これをそのまま invariant
として記述する。この時、木の深さは b-depthで直接
的に記述できる。

data RBTree {n : Level} (A : Set n) : (key : ℕ) → Color
→ (b-depth : ℕ) → Set n where

rb-leaf : (key : ℕ) → RBTree A key Black 0
rb-single : (key : ℕ) → (value : A) → (c : Color) → RBTree A key c 1
t-right-red : (key : ℕ) {key� : ℕ} → (value : A) → key < key� → {d : ℕ }
→ RBTree A key� Black d → RBTree A key Red d

t-right-black : (key : ℕ) {key� : ℕ} → (value : A) → key < key�
→ {c : Color} → {d : ℕ }→ RBTree A key� c d → RBTree A key Black (suc d)

t-left-red : (key� : ℕ) { key : ℕ} → (value : A) → key < key� → {d : ℕ}
→ RBTree A key Black d
→ RBTree A key� Red d

t-left-black : (key� : ℕ) {key : ℕ} → (value : A) → key < key� → {c : Color} → {d : ℕ}
→ RBTree A key c d
→ RBTree A key� Black (suc d)

t-node-red : (key� : ℕ) { key key� : ℕ} → (value : A)
→ key < key� → key� < key� → {d : ℕ}
→ RBTree A key Black d
→ RBTree A key� Black d
→ RBTree A key� Red d

t-node-black : (key� : ℕ) {key key� : ℕ} → (value : A)
→ key < key� → key� < key� → {c c1 : Color} {d : ℕ}
→ RBTree A key c d
→ RBTree A key� c1 d
→ RBTree A key� Black (suc d)

かなり複雑な操作だが、ここでは非破壊的な赤黒木を
使うので stackが必須となる。double linkedな木にし
て stackを使わない手法もあるが破壊的な操作になる
し、純関数型のデータ構造は循環構造を扱えないので、
double linkにするのはかなり難しい。循環構造は GC
とかでも問題があり、実際のプログラミングでもバグ
が起きやすい部分となる。これを取り扱うにはポイン
タを数字で置き換えることが必須となる。
赤黒木では最大三つのノードを見てバランスを判断

する。必要があれば、stackを使って一つ上の木に戻って
バランスに必要な木の回転を行う。なので、replaceTree
には回転を扱う部分を追加する必要がある。さらに、
stack には、二つのノードを明示する invariant が必要
になる。



data rbstackInvariant2 {n : Level} {A : Set n} {key : ℕ} {c : Color} {d : ℕ}
(orig : RBTree A key c d ) :
{k1 k2 d1 d2 : ℕ} {c1 c2 : Color} (parent : RBTree A k1 c1 d1)
(grand : RBTree A k2 c2 d2) Set n where

s-head : rbstackInvariant2 orig ? orig
s-right : rbstackInvariant2 orig ? ? → rbstackInvariant2 orig ? ?
s-left : rbstackInvariant2 orig ? ? → rbstackInvariant2 orig ? ?

replaceTreeは、RBTreeをそのまま使うとかなり煩雑
になる。
まず、

findRBP : {n m : Level} {A : Set n} {t : Set m} → (key : ℕ) {key1 d d1 : ℕ}
→ {c c1 : Color}
→ (tree : RBTree A key c d ) (tree1 : RBTree A key1 c1 d1 )
→ rbstackInvariant tree key1
→ (next : {key0 d0 : ℕ} {c0 : Color} → (tree0 : RBTree A key0 c0 d0 )
→ rbstackInvariant tree key1 → rbt-depth A tree0 < rbt-

depth A tree1 → t )
→ (exit : {key0 d0 : ℕ} {c0 : Color} → (tree0 : RBTree A key0 c0 d0 )
→ rbstackInvariant tree key1
→ (rbt-depth A tree ≡ 0 ) ∨ ( rbt-key A tree ≡ just key ) → t ) → t

findRBPで置き換える部分までの stackを構成する。こ
の時に、脱出条件として、ノードのキーが等しいか、
leafであることを要求する。

replaceRBP : {n m : Level} {A : Set n} {t : Set m}
→ (key : ℕ) → (value : A) → {key0 key1 key2 d0 d1 d2 : ℕ}
{c0 c1 c2 : Color}

→ (orig : RBTree A key1 c1 d1 ) → (tree : RBTree A key1 c1 d1 )
( repl : RBTree A key2 c2 d2 )

→ (si : rbstackInvariant orig key1)
→ (ri : replacedTree key value (RB→bt A tree) (RB→bt A repl))
→ (next : ℕ → A→ {k1 k2 d1 d2 : ℕ} {c1 c2 : Color}
→ (tree1 : RBTree A k1 c1 d1 ) (repl1 : RBTree A k2 c2 d2 )
→ (si1 : rbstackInvariant orig k1)
→ (ri : replacedTree key value (RB→bt A tree1) (RB→bt A repl1))
→ rbsi-len orig si1 < rbsi-len orig si → t )

→ (exit : {k1 k2 d1 d2 : ℕ} {c1 c2 : Color} (tree1 : RBTree A k1 c1 d1 )
→ (repl1 : RBTree A k2 c2 d2 )
→ (ri : replacedTree key value (RB→bt A orig) (RB→bt A repl1))
→ t ) → t

replaceRBPでは、木をバランスさせながら、replacedTree
を作成していく。

9 Invariantを基本としたコード生成
binary treeでも red black treeでも、invariantは表示的
意味論つまり、木のすべての可能な場合になる。これ
を入力とすることによりかなりの部分が自動的に導出
される。この時に、出力する invariantはすべて構成す
る必要がある。これは、残念ながらやさしいとはいえ

ない場合がある。しかし、それほど難しい処理にはな
らない。ただ、場合の数が多い。
残念ながら、invariantが間違っている場合もありえ

る。その場合のコードの修正は自明ではない。しかし、
影響を小さくした変更は可能ではある。

10 より効率を重視したコードの扱い
バランス木はさまざまな実装がある。例えば B-Treeあ
るいは Skip LISTなどがありえる。この場合は赤黒木
に帰着、あるいは変換できれば良い。しかし、それが
簡単な操作とは限らない。
変換の正しさは木の操作と同時に記述する必要が

ある。

11 Concurrency
赤黒木は、OSやデータベースあるいはファイルシステ
ムでの様々な場所で使われることになり、その操作は
並列に行われる。GearsAgdaでは、その証明も取り扱
う。赤黒木のトランザクションは、木のルートの置き
換えになる。
まず、GearsAgdaでの並行実行を定義する。GearsAgda

での並行実行の単位は、codeGearであり、それは、メ
タレベルでは、単なる番号に対応したコードとして扱
われる。このコードは、プロセス構造体とメモリ空間
に相当する Contextから実行の詳細を取り出して、よ
り細かいレベルでの計算を行う。

Contextには、dataGear全部の他に、詳細とメタレベル
の変換を行う codeGearの stub、次に実行する codeGear
の番号が入っている。また、実行が失敗した時の例外
処理を担当する codeGearの番号も入っている。

record Context : Set where
field
next : Code
fail : Code

c_Phil-API : Phil-API
c_AtomicNat-API : AtomicNat-API

mbase : ℕ
memory : bt Data
error : Data
fail_next : Code

codeGearの番号は code_tableで管理される。



code_table : {n : Level} {t : Set n} → Code
→ Context → ( Code → Context → t) → t

OS(あるいは分散計算を含む並行実行全体)は、単純に
List Contextで表される。
step : {n : Level} {t : Set n} → List Context → (List Context → t) → t

一つの codeGearの実行は List Contextの変更となる。
これで可能な schedulingを網羅すれば並行実行を定

義できることになる。
この時に、全体が満たすべき性質は、scheduler の

invariantとして記述することになる。それは、当然、時
相論理的な仕様記述になる。
仕様は一般的には、フェアはスケジュールに対して、

並行実行の時相論理的な記述となる。例えば、赤黒木
の読み込みと書き込みの競合状態がない、あるいは、
Live lockしないなどである。
これらの性質の記述は、まだ、十分に考察されてな

いが、ωオートマトンなどで意味を規定することにな
ると思われる。

12 実際に実行するには
GearsAgdaの記述は、並行実行を含めて CbCに変換可
能であり、そのまま実行できる。フェアな schedulerで
あれば並行実行に関する証明も可能になる予定である。

Agdaからの変換は、Haskell / JavaScriptに大しては
既に存在する。CbCに変換する場合は、メモリ管理の
問題をなんとかする必要がある。メモリオーバフロー
に関しては、Context に状況が格納されており、オブ
ジェクトの生成をメタ計算レベルで追跡することがで
きる。

13 証明のスケーラビリティ
このように GearsAgdaを用いた並行実行を含む検証は
可能だが、それは実用的なスケーラビリティを持つの
かが問題になる。証明が大きくなる、あるいは検証に
時間がかかるのでは困る。
実際、Agdaの証明が複雑になると、メモリを数十G

食ったり、数分証明のチェックに時間がかかることが
ある。なので、確実にスケールするとは言い難い。
証明自体は、個々の証明は小さく簡単なことが多い。

ただし、並行実行を含む invariantがどのような大きさ

になるかはまだ不明である。Agdaによる集合論の実装
が既にあるので、集合を使った記述により invariantの
大きさを小さくすることができるかも知れない。
また、Agda そのものに並行分散の機能をいれる

ことが必要になると思われる。この場合は、Agdaを
GearsAgdaで記述することによりより細かいレベルで
の並行実行あるいは、メモリ管理、証明の優先順位な
どの処理が可能になると期待される。
個々の証明が AIによって容易になることは予想さ

れる。確率的なAIによる生成であっても、invariantの
正しさが担保できるのであれば証明のチェックはたや
すい。また、GearsAgdaは、AIによるコード生成と相
性がよいと思われる。

Invariant自体は、ライブラリとして実装されるべき
だと思われるが、Agdaのライブラリでもさまざまなも
のが既に実装されている。

14 比較
OSの検証自体の研究はいろいろあり、メモリ管理に関
する専用の論理や、モデル検査などが研究されている。

Lamportの Temporal logic of actionも有効である。
実際の証明は、Haskellに似た言語に変換される場合

が多い。
GearsAgdaは、CbCに直接対応した変換を持ち、並

行実行の単位を持つところが他の手法と異なる。
また、code tableを構成する時に、証明やモデル検査

をOSが行えるならば、OSとそのアプリの信頼性を向
上させることができると考えられる。

15 まとめ
GearsAgdaを用いた、並行実行を含む赤黒木の検証方
法について考察した。まだ、実装できてない部分、あ
るいは、並行実行の時相論理による仕様記述などの問
題が残っている。
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